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Problema 1. In triunghiul ABC, fie M mijlocul laturii BC, iar Mg si Mc, mijloacele
laturilor AC' si AB respectiv. Fie Pp # C intersectia cercurilor circumscrise triunghiurilor
MMgC si ABC, Pc se defineste analog. Aratati ca: m(£LPgMMp) — m(LPcMMe) =
m(LABC) — m(£LACB,).

Solutie: Putem vedea ca masura unghiului m(ZPgM Mpg) este egald cu masura unghiului
PpCMp si deci conditia se rescrie ca m(£PgCM) = m(£PcBM). Vom ardta acum ceva
mai bun, si anume ca triunghiurile CPgM si BP-M sunt simetrice fata de mediatoarea lui
BC. E clar ca perechile de puncte B, C si M, M sunt, deci e necesar doar sa arat ca Pp este
simetricul lui P, ce este clar, caci aceasta mediatoare este diametru al cercului circumscris,
si deci, cercul circumscris triunghiului ABC, e simetric fata de aceasta mediatoare, la fel si
cele doua cercuri mici.

Nota: Punctele Pp si P sunt de fapt punctele B si C, iar cele doua drepte sunt tangentele
la cercul circumscris, astfel aceasta problema nu este intocmai corect formulata.



Problema 2. Un pachet este format din 13 tipuri de carti: T"> K > D > J > 10 > 9 >
-+ >3 > 2, fiecare carte repetandu-se de 4 ori. In total, sunt 52 de carti.

Marius si Alexandru primesc fiecare cate jumatate din pachetul standard de carti, punandu-
le pe toate cu fata in jos. La fiecare mutare, jucatorii scot simultan cartea cea mai de sus
din mana lor, iar jucatorul care are cartea cea mai valoroasa le ia pe amandoua si le pune
sub toate cartile sale, Marius decizind ordinea in care cele doud carti sunt puse. In caz de
egalitate, fiecare isi retrage propria carte, la fel, sub restul cartilor. Jocul se termina cand
unul dintre jucatori ramane fara carti.

Este oare posibil ca, desi Alexandru are initial toate cele patru carti de 7', jocul sa dureze
vesnic?

Solutie: Raspunsul este DA. Consideram situatia in care Alexandru are initial cartile de T’
pe prima, a treia, a cincea si a saptea pozitie, iar Marius are patru carti de K pe a doua, a
patra, a sasea si a opta pozitie. Vom arata ca Marius mereu isi poate pastra cartile de K
in méana, astfel incat e clar ca jocul nu are sfarsit. Spunem ca o carte este pe pozitie para
daca, pana la varful butucului de carti in care se afla ea, mai este un numar impar de carti
si viceversa. Vom arata inductiv ca Marius poate face astfel incat cartile de 71" si cele de K
sa se afle pe pozitii de paritate diferita mereu. Cazul de baza este clar. Pentru pasul de
inductie voi distinge 3 cazuri:

1) Cartile plasate sunt egale si fiecare carte este retrasa.
In acest caz, fiecare carte isi schimba paritatea si atat, deci nu e nimic de demonstrat.

2) O carte este luata de alta carte, Insa nu participa vreo carte de K sau 7.
In acest caz, toate cartile isi schimba iar paritatea. Din nou, nimic de demonstrat.

3) Are loc o captura si participa una dintre cartile 7" sau K.

Datorita pasului de inductie stim ca nu este cazul ca un 7' sa captureze un K, astfel daca,
de exemplu, un 7' captureaza o carte de a lui Marius, toate cartile de 7" si K 1si schimba
paritatea, in afara de cea care participa la captura. Putem insa face astfel incat paritatea
cartii de T" care a capturat sa fie identica cu cea a celorlalte carti de T', caci la captura Marius
alege ordinea plasarii cartilor.

Astfel, concluzionam ca Marius mereu 1si pastreaza cartile de K, deci jocul este infinit.



Problema 3. Gasiti toate functiile f : R — R, care satisfac urmatoarele 2 conditii:

Daca f(0) =0, atunci f(x) # 0 pentru orice z nenul.
fa+y)fly+2)f(z+2)=fa+y+2)f(ey +yz+z2) = [(2)f(y)[(2) Vo, y, 2 € R.

Solutie: Ca intotdeauna, notam proprietatea din problema cu P(z;y; 2).
P(0;0;0) = sau f(0) =0, sau f(0) = 3.
1

Dacd f(0) = 1, P(x;0;0) = sau f(z) = 0, sau f(z) = 3 pentru orice numér real z. E clar
ca f = % este o solutie, astfel asumam ca exista un o cu f(zo) = 0. Alegem xo+y+2 = 0si
din P(z¢;y; z) avem cd sau £ = 1 sau f(yz — x3) = 0, deci pentru orice numar a negativ cu
modul suficient de mare f(a) = 0, insa din P(§;§; §) avem ca f(§) = 0, si deci concludem
ca pentru orice x strict negativ f(z) = 0. Daca exista vreun numar pozitiv yo cu f(yo) = %,
alegem x negativ si o + y + 2 = yp ca sa obtinem ca pentru orice numar pozitiv mai mic

a, a, a
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decat %, functia este zero. Analog, insd din P(%;%; %) am obtinut ca f(z) este zero pentru

orice x nenul si % pentru 0.

Acum, daca f(0) = 0, din P(x;y;0) avem ca f(z)f(y) = f(zy) daca x +y # 0, si din
P(z;—x;2) avem ca f(z)f(y) = f(ry) pentru orice numere reale = si y. Conditia se re-
scrie ca f(zyz) + f((x +y)(y + 2)(z + ) = f((x + y + 2)(zy + yz + zx), vom privi la
moment ultima proprietate doar pentru numere pozitive. E clar ca daca ryz = a, atunci
(z+y)(y+2)(z+2) ia orice valoare mai mare sau egala cu 8a, deci avem f(z)+f(y) = f(z+vy)
pentru orice y > 8x. Voi arata acum ca f(x) — f(y) depinde doar de = — y. Presupun
cd a > b, avem ca f(b+m)— f(b) = f(m) = f(a+ m) — f(a) pentru orice m < 2,
deci f(a+m) — f(b+m) = f(a) — f(b), deci f(a+ Nm) — f(b+ Nm) = f(a) — f(b)
pentru orice N natural, deci concludem ca f(z) — f(y) depinde doar de z — y. Notand
f(x) = f(y) = g(x — y) si schimband y si x — y cu locurile, avem ca f(z) + f(y) = f(z +y)
pentru orice z si y pozitive, iar cum functia este impara, avem ca f(x)+ f(y) = f(z+y) pen-
tru orice x si y numere reale. Este bine cunoscut ca aceasta, impreuna cu f(z)f(y) = f(xy),
implica ca f(z) = x pentru orice x sau f(x) = 0 pentru orice x, care nu se potrivesc. O
demonstratie scurta ar fi ca f(2?) = f(x)?, deci functia este pozitiva pentru numere pozitive,
deci f(z) — f(y) = f(v/T —y)? pentru z > y, deci functia este crescitoare, si impreund cu
f(q) = q pentru orice numar ¢ rational, ce reiese din f(mn) = mf(n) putem concluziona.

Astfel, solutiile sunt:

1) f(z) = x pentru orice numar real x
) f(z) = 0 pentru orice numér real nenul z si f(0) = 1
f
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3) f(x) = % pentru orice x



Problema 4. Fie P(x) un polinom cu coeficienti naturali. Notam cu d(n) numarul de di-
vizori pozitivi ai numarului natural n si cu o(n), suma acestor divizori. Secventa a,, este
definita in felul urmator:

o(P(d(an)))
o1 © { d(P(o(ay)))

Adica a4 este unul dintre cei doi termeni de mai sus. Aratati ca exista o constanta C, care
depinde de a; si P(x) astfel incat pentru orice 4, a; < C, cu alte cuvinte, aratati ca secventa
a, este marginita.

Solutie: Vom incepe prin demonstrarea unei leme, si anume voi arata ca pentru orice €
strict pozitiv exista un numar N, astfel incat pentru orice n > N, d(n) < n°. Ca de obicei,
fie n = [[pf, iar d(n) = [[(a; + 1). Voi mai folosi inegalitatea bine cunoscuta e* > x + 1,
N . N PR . ) a1 o .
impartind primele in doua tipuri, cele mai mari decat e« si cele mai mici, pentru cele mai
g Qg
[, T < [14, +, unde ¢; sunt prime mai mici
(cit1)e (ait1)e
pm o . R
(—)1 este eventual crescatoare si definita pe z natural,
r+1)€ ’

mari, avem ci p® > ec® > (1+ oz)%, deci
decat ec. Acum, deoarece f(z) =

are un minim, deci ultimul produs este compus dintr-un numar finit de termeni care toti
sunt marginiti si avem ca el este marginit de o constanta. Astfel, am aratat ca pentru orice
€ exista o constanta c, astfel incat d(n) < c.n¢, ceea ce este echivalent cu rezultatul dorit.
La fel, este clar ci o(n) < nd(n) < n?.

Acum, alegdnd n > N 1 este clar ca pentru astfel de n, suficient de mari, a,,1 < a,.
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Fie ca, pentru orice n mai mare decat M, urmatorul termen scade. Daca secventa ajunge
vreodata mai mare decat M, aceasta va ajunge apoi mai mica. Fie C' maximul posibil al lui
ap11, unde a, este un numar de la 1 pana la M, este clar de ce C exista. Putem concluziona
deci ca, pentru n suficient de mare, a,, este mai mic decat maximul dintre C' si M.



